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　　　　　　　　　　　　一　 　 　 　 　　　　　　　　π十1
とすることにより，simplicial　algebraic　space
　　　　　　　　X°一（…i彗X・…⊇X・≡X・）
が定まる．これをcosqo（xo→ぼ）と書く［De，5］．
　このようなsimplicial　algebraic　spaceはalgebraic　stackの研究によく使われ
る．たとえば，色γをalgebraic　stackとしたとき∬から〃への1－morphismのな
すgroupoidは〃のX’－valued　pointのなすgroupoidと圏同値である．特に4γ
のpresentationをとってsimplicial　algebraic　space　Pを作ったとき，X°からγ’
へのmorphism∫’が与えられれば3　algebraic　stackの1－morphism∫：∬→｛㌢
が一つ定まる．逆に図式
　　∫oxo一γo↓／↓
∬一一¢グ
3∫’は∫o，∫1が与えられれば一意的に決まる
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からsimplicial　algebraic　spaceのmorphism∫°：X°→｝’°を構成することがで
きる．これをcos亀（了◎，σ）と書く．
　また，房：X令→忽による層の引き戻しは導来圏の同値
　　　　　　　　　亙＊・D《，。h（0玄）らD；，。h（Ox・）
を与える（cohomol◎gical　descent）．　Algebraic　stackのc◎t脇gent　complexはこ
の圏同値を使《）てsimpl輌cial　alge伝a輌c　spaceのc◎tangent　c◎mρlexから定義でき
る匹M，171．
　　　　3．DEFORMATIoN　oF　MoRPHIsMs　oF　ALGEBRAIc　sTAcKs
　玄，ダをスキームτ上のalgeぴaic§tack，了：∬→汐をτ上のm◎ぎphism
として，次のような図式を考える．
　　　　　　　　　　　マ7㌔
　　　　　　　　　　　　　　¢γ　　　．　　〃　　　　　　　　　　　　　　　↓’↓
　　　　　　　　　　　　　　　T一　→T
ここで《，」，夫はそれぞれs騨aぎe－zer磁deal　1，ろκで定義されるcl◎sed輌mmersion
である．
　このとき∫の変形とは丁上の1－morphism∫：琢→4γと2－isomorphism
λ：∫。‘⇒ゴ◎∫の組（∫，λ）のことである．また変形（∫，λ）から（∫’，λ’）への射
とは丁：了⇒了’であって，2つの2－mO堕hism
　　　　　　　　　　　　ゾγ◎λ～λ：∫oτ当〉元o∫
が等しくなるようなものとする．∫の変形の圏をDefmT（∫），その同型類の集合
をDe麺丁（∫）と書くことにする．
定理3．　（1）変形の障害o∈Ext1（L戸L助丁，∫）が存在し，o＝◎となること
　　　と変形が存在することが同値である．
　（2）o＝0のとき，集合疏丁（∫）には群ExtO（L∫＊々／T，∫）が作用して‡or30r
　　　になっている．
　（3）了の任意の変形の自己同型群は£xt－1（L了％助丁，了）と同型である．
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　定理3の（1）と（2）はぱ，ダがschemeやalgebraic　space，　simplicial　algebraic
spaceの場合には成り立つことが知られている［Il，　III　2．2．4］．
　もう一つ別の変形の問題を考える．
　∬をqu笛lc◎mρacも砿gebra輌c§垣ζkとし，誤X・→∬とy：γ→穿を夕
上のスキーム，∫：X→γをy・∫＝忽となるmoΦ垣smとして，以下の図式を
考える．
　　　　　　　　　　　　　∬一∬
ここで‘，」，んはそれぞれsquare－zero　ideal∫，万ζで定義されるclosed　immersion
である．
　このとき∫の変形とは，∫：X→γで∫。τ＝ゴ。∫となるものと，2－morphism
σ：ず。∫⇒王でyo∫⇒虚に制限すればidになっているものの組（∫，σ）で
ある．
　∫の変形の集合をDe伽パ∫）と書くことにする．
命題4．　（1）変形の障害o∈Ext1ぱ了猛y輝，1）が存在し，θ；◎となること
　　と変形が存在することが同値である．
　（2）o＝◎のとき，集合Defm〆∫）には群Ext◎（L∫％Y／釣∫）が作用して‡or30ア
　　になっている．
　定理3や命題4は｛Ol21や｛Ao］で使われているものと同様のアイデアで証明
できる．
　Step　1：Algebraic　stackのよいpresentationを選び，　associated　simplicial
　　algebraic　spaceを作る．
　Step　2：Algebraic　stackのm◎rphismの変彩と，S民ρ1で作ったsimplicia茎
　　algεb頂e§領㈱のmorρhismの変形を比較する．
　Sもeρ3：Ext群を比較する．
　まず命題4を証明し，それを使って定理3を証明する．
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命題4の証明．望のρresentat輌◇n　zo→穿をzoがa伍neになるようにとる．
［Ol2，　L41により，Z奪の穿上への変形zoが存在する．　Z°＝c◇sqo（210→穿），
Z°＝cosqo（2rσ→Z）とする．2r’→ぴ，　Z’→∬によるbase　changeで得られ・
る次の図式を考える．
x°－x’
z’“一一→z“
籏汲cha澄geにより，写像
Defh1ゾ（∫）→De㎞2．（∫°）
が定まる，これは全単射である、逆写像はsimplicial　alg6braic　spaceのmorphism
∫°：X’→γ゜をass◎ciated　stackのmorphism∫：X→γに移すことで定
まる．
　∬’＝ker（0必→Ox・）とする．　Simplicial　algebraic　spaceの場合の結果から，
変形の障害o∈Ext1（∫’ホLx・／z．，∬’）が存在し，o＝0のとき集合Defm（∫°）は
Ex敬∫°呈xソz・ゴつ弓orsorである．
　～方cohomological　descentにより，すべての乞に対して
狽㌘・E・斑∫＊L耀，1）→E・時　Lx・／・・，∫°）
は同型である．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
定理3の証明：StepL習のpresentati◎n　1『γ：yO→多をとり，ぼ’＝π×〃γo
とし，さらに玄’のpresentaξ沁n　XO→宮）をとる．このとき合成易く：XO→
π’→ぼは∬のpresentationである．　Xo，γoはa伍11eと仮定してよい．す
ると命題4の場合と同様xo→π，　yO→〃の変形xo→∬，　yo→〃が存
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在する．X’＝cosqo（Xo→琢）等とし∫’＝ker（0卓→Ox．）竺1￥∫とする．
x°一一一一一一＞x・
T－一一一一一÷T
定理3の証明：Step　2．写像
　　　　　　　　　　　A：DefmT（∫°）→DefmT（∫）
を，∫°：X°→γ’をassociated　stackのmorphism∫：宮→〃に移すことで
定める．
主張．Aは全射である．
証明．［∫］∈DefmT（∫）をとり，次の図式を考える．
～　　∫o　～
xo　・〉γo
㌧，L
玄一一÷〃
命題4より，（∫o，σ）が存在するための障害はExt1（L∫o＊Lγ。／汐，∫o）にあるが，　Xo
がa缶neでγo→〃がsmoothなのでこの群は自明である．
　∫’＝cosqo（∫0，σ）とすればA（∫°）＝［∫｜となる．　　　　　　　　　　　口
　これから，∫の変形が存在するための障害oはExt1（∫°＊Lγ．／T，∫’）にあること
が分かる．また，上記のような（∫o，σ）の集合はExto（L∫o＊Lγ・μ，∫o）－torsorだか
ら，集合DefmT（∫）はDefmT（∫’）内のExto（L∫o＊Lγ。／汐，∫o）一軌道の集合である．
　次に変形の自己同型群を見る．
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主張．∫の変形∫とA（∫°）＝団となる∫°d）efmT（∫’）を固定する．このとき
8xtO餌ダLYOダ，∫◎）の作用による戸の固定部分群は変形の自己同型群A滋（∫）
と同型である．’
　証明．cosqo（ノo，σ）＝∫°となる（∫o，σ）∈Defm傾∫o）をとる．（卵，ア）を
Defm〆∫o）の別の元としy’＝cosqo（訊τ）とする．このとき∫’＝♂とな
るための必要十分条件は∫o＝卵かつ戸＝∂1となることである．さらにファ
イバー積の構成から，弁＝笥となることはpl（ブ1◎τ）＝ρξ（ゲ已τ）となるこ
と，すなわちσW1。アが∫の自己同型にdescentすることと同値である．　　口
注意．これで得られた固定部分群とAut（∫）の間の全単射が群同型であること
，を示さなければならないが，この部分は省略する．
定理3の証明：Step　3．　Algeb品ic　stackのmo驚畑ism
　　　　　　　　　　　　　　γ’→〃→㌘
から導来圏D（OY．）の三角形
　　　　　　　L穗＊五鍔丁→Lγ・／ア→五yヲ汐→L房＊五助7国，
が得られ，さらに長完全列
　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　　→　　Exビ1（L∫・寝LPジ事L多／T，∫・）　・→
　E・t°（五∫’寧Lγ・播1°）→趾゜（∫’車五。・～TJ°）→E・t°（L∫°京碑束ム解，∫°〉→
　8xt茎ξ五了゜右〆／⑳ノ゜〉→Ex♂（／°ホ五γヲτ，了゜）→E・毒1（五了゜卓碑享偏／τ，∫°）→
　E・t2（11∫・．《二γσ／θ，1●）→　　…
が得られる．ここで
　　　　　　　E・t‘（L∫°傘Lγ・他∬’）望E・t‘（L∫°＊L・・働∫°）
であり，8＞Oのとき右辺はθになる．また，coh◎乱1◎gi㈱l　descentにより
　Exti（L∫°事LP膓＊L汐／T，∫°）蟹Exti（L磯＊L∫＊L〃／T，∫°）≡≧Ext‘（L∫＊L｛ηT，∫）．
である．これらより
　　　　　　　　E・も1（了゜傘L・つ。，∫◆）⇒E・t1（L∫＊毎《T，∫）．
であるから，定理の（1）が従う．また
　　　　　　0→E・t－1（L∫＊L叩，∫）→E・t°（L∫°＊L。・ノ“，∬°）→
　　　　　　　ExtO（∫°＊Lγ・／T，∫°）→ExtO（L∫＊Lタ／T，1）→0
が完全列であることから定理の（2），（3）が従う、　　　　　　　　　　　　e
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注意．ここでも群準同型ExtO（L∫0＊Ly奪▽，∫0）→ExtO（∫’享Lγ．／T，∫°）と写像A
が可換であることを示さなければならないが，省略する．
4．A田IN，S　CRITERION
定理1は次のArtinの条件｛Ar，5．31を確かめることで証明できる．
（0）％はlimit－pre8erving　stackである．
（1）Schiesslngeエの条件．
　（1．1）、4’→Aと刀一→AがS上のネーター環の準同型で、4’・→Aはsmall
　　　extensionとする．任意の∫∈％（A）に対し，関手
　　　　　　　　　錫（・4XA8）→錫（A’）×艀（8）
　　　は圏同値である．
　（1－2）Mが有限．4一加群で∫∈路（A）なら，D∫（M）＝錫（．4一トM）／～は有
　　　限A一加群である．
（2）完備化と可換
　、4が完備局所noether環で極大イデアルがmとする．関手
　　　　　　　　　　　亮（A）→逗潔（A加抱＋1）
　　は圏同値である．
　（3）変形理論．
　　任意の∫∈才（A）に対し，∫の、4＋Mへの変形の障害の空間0∫（M），
　　変形の同型類の集合D∫（M），変形の自己同型群Aut∫（M）はMについて
　　fu琉磁alな．4一加群であり，6もale局所化，完備化と可換でcon§撫翻bleで
　　ある．
　（4）対角射のquasi－separation．
　　任意の∫∈潔（A）とα∈Aut（∫）について，もし昧＝滋をみたす点
　　A→κが稠密に存在するなら，α＝idである．
次の補題により躍のT－valued　pointは〃の紛一valued　pointと同一視で
きる．
補題5．¢γ→5をスキームS上の吻ebア耽鋤儒とし，T→5をスキームの
mo塑矯m，％→Tを丁上のα／gε6ア耽3拍昧とする．このとき関手
HOMT（薪，％）→HOMs（紛，4γ）
は圏同値である．
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証明．ファイバー積の構成から容易に分かる．　　　　　　　　　　　　o
　　この同一視により条件（0），（1－1）は〃が（0），（1－1）4をみたすことから従う．条
件（2）は容易．条件（3）は定理3から，（1－2）は定理3とpr叩er§臓ckのc◎he’enゼ
cohoologyの有限性（［FaL［Ol3Dから従う．条件（4）は9がqu爺i．separatedであ
ることから従う．
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